Matematik ve Sonsuz

erek konusma vermeye gittigim okullarda, gerek bana gelen okur mektuplarinda,
Ogrenci ve dgretmenlerin matematikteki sonsuzluk kavramini pek iyi bilmediklerini
gozlemledim. Ornegin, birgok kisi,

* Sonsuz eksi sonsuz,
Sonsuz bolii sonsuz
gibi islemlerin yapilabilecegi saniyor. Kimisi de “sonsuz eksi 1”in bir say1 oldugunu saniyor, yani
sonsuzdan hemen once bir say1 oldugunu santyor.

Bu yazida, matematikte kullanilan sonsuzluk kavramina biraz agiklik getirmek istiyorum.

“Sonsuz” dendiginde, genellikle, ¢ok uzakta, taa dtede, ulasilamayacak bir yer diisliniiliir.
Genel olarak, “sonsuz” sozciigii bir yer adiymis gibi kullanilir. Bursa gibi, Balikesir gibi, Fransa
ya da Amerika gibi... Bursa’yla Sonsuz arasindaki tek ayrim, Sonsuz’a hi¢ ulagilamamasidir.

Kimi zaman da, “sonsuz” dendiginde ¢ok biiyiik bir miktar akla gelir, sayilamayacak kerte
biiytik bir miktar... Bu ikinci anlam, “sonsuz’’un matematiksel anlamina daha yakindir.

Glinliik yagsamda kullanilan anlamda bir “sonsuz”un ger¢ekte (dogada, evrende, uzayda...)
olup olmadigi ayr1 bir tartisma konusudur. Belki de bu anlamda “sonsuz”, imgelemin bir
iiriiniidiir ve dogada yoktur. Ama bizim konumuz, sonsuzun varlig1 ya da yoklugu degil, tanimi.
Biraz daha agayim: “Sonsuz”un ne demek oldugunu tanimlamak bagskadir, “sonsuz’un var
oldugunu ya da olmadigimi kanitlamak bagka. Yani, kavramin tanimiyla varligi bambagka
sorulardir.

Ben, bu yazida daha c¢ok “sonsuz”un matematiksel tanimiyla ilgilenecegim. Konumuz
felsefe degil. Yazinin sonunda, matematikte sonsuzun varlig1 konusuna soyle bir deginecegim.

Yukarda, “sonsuz” sozciigline gilinliik yasamda verdigimiz anlamdan kisaca sozettim.
Matematikte “sonsuz”un bambaska bir anlami vardir. Giinliikk yasamda kullanilan “sonsuz’un
tam ne demek oldugunu pek iyi bilmiyorsak da, matematikte “sonsuz” sdzciigiiniin kesin bir
anlami vardir.

Popiiler matematik yazilarimin birgogunda, giinlilk yasamda kullanilan “sonsuz”
kavraminin bu belirsizliginden yararlanip ¢atiskilar (paradokslar) sundum okura. Bu ¢atigkilar
bugiin artik bir catigki degilse de, pek yakin bir zamana dek catiskiydilar. Ciinkii matematigin
“sonsuzluk” kavrami bir ylizy1l dncesine degin pek acik secik bilinmiyordu. “Sonsuz” konusunda
bliyilk bir kargasa vardi. Kerli felli adamlar “sonsuz” kavrami ftzerinde birbirleriyle
anlasamiyorlar, bu ayriliktan dolay1 birbirlerine kiistiyorlardi. Kiimeler kuraminin gelismesiyle
birlikte (Georg Cantor sayesinde), matematikte “sonsuz”un ne anlama gelmesi gerektigi anlasildi.

Matematikteki “sonsuz” kavramina agiklik getirilmesinin piif noktasi sudur: “Sonlu”nun ne
demek oldugunu anlarsak, “sonsuz”un da ne demek oldugunu anlariz, ¢iinkii “sonsuz”,
“sonlu”nun karsitidir, sonlu olmayana sonsuz deriz".

*

Matematikte “sonsuz” bir nitemdir (sifattir), bir ad degildir. Nasil “sonlu” bir nitemse
(sifatsa), matematikte kullanilan “sonsuz” da bir nitemdir. Sonsuz, sonlunun karsitidir.
Matematikte sonlu olmayana sonsuz denir.

1 Bu tanimin “sonsuz”u ger¢ekten tanimlayabilmesi i¢in, “sonlu”nun ne demek oldugunu bilmemiz gerekir. Matematikte “sonlu”nun birgok tanimi verilebilir. Biitiin bu tanimlar birbirleriyle
esdeger tanimlardir elbette. Yani bir tamm igin sonlu olan kiime, bir baska tanim i¢in de sonludur. Burada, matematikte “sonlu”nun tanimini vermeyecegiz. Okurun, bu tanim sezgisiyle bildigini

varsayacagiz.



Adma “sonsuz” denilen matematiksel bir nesne yoktur. Ama sonsuz matematiksel nesneler
vardir.

Nasil “sar1”, “yesi
nitemdir.

Matematikte, ad1 “sonlu” olan bir nesne olmadigi gibi, “sonsuz” diye de bir nesne yoktur.

Yineliyorum: Matematikte, “sonlu” ve “sonsuz” sozciikleri birer nitemdirler. Ornegin,
“sonlu say1” terimindeki “sonlu” sézcligli “say1” sozciiglinli niteler. Bunun gibi, “sonsuz say1”
terimindeki “sonsuz” sézciigii “say1”y1 niteler. (Matematik boliimiinde okumamis bir okurun
sonsuz say1 kavramini, hatta sonlu say1 kavramini da, bildigini sanmiyorum.)

Matematikte 5 bir nesnedir. 1 de bir nesnedir. Dolayisiyla 5’ten 1°i ¢ikarabiliriz ve 4
nesnesini buluruz.

Ama “sonsuz”, bir nesne olmadigindan, matematikte oo — 1 diye bir nesne yoktur ve o —
I’in yazilmamasi gerekir. Bir nitemden bir nesne ¢ikaramayiz.

Bu kavram karigikligmin suglusu dgrenciler degil, elbette... Ogrenci higbir zaman suglu
olamaz. Lise 0grencilerine, bugiinkii egitim sistemimizde, “sonsuz”un tam matematiksel anlami1
anlatilamaz. Bugiinkii egitim sistemimizde, din bilgisi gibi, savunma bilgisi gibi, trafik bilgisi
gibi, ticaret gibi ¢ok daha yararli (!) ve s1g dersler okutulmaktadir. Ogrenciler haftada 4 saat
matematik goriirlerse ne ala!

Egitim sistemimizin oldugu kadar biz matematik¢ilerin de sucu var bu kavram
karisikliginda. Matematikgiler, “sonsuz”u ¢ogu kez bir ad gibi kullanirlar. Ornegin, sanki sonsuz
bir yer adiymis gibi, “n sonsuza gittiginde” derler. Hatta gérmiissiiniizdiir, lim, _, ., yazarlar. Bu
tiimcecikte, “sonsuz” sanki bir yer adiymis gibi kullanilmis. Yanlig! Matematikte “sonsuz” diye
bir yer yoktur.

Asil suglu o simgesi. Ortadgretimde, matematiksel simgeler genellikle nesneler ig¢in
kullanilir. Bogkiime bir nesnedir ve simgesi &‘dir 6rnegin. Oysa oo simgesi, bir nesnenin simgesi
degildir.

Bu yilizden “n sonsuza gittiginde” dememek gerekir. Onun yerine, “n durmadan
biiylidiigunde, yani her tamsay1y1 bir siire sonra astiginda” demek daha dogru olur.

Matematikgiler,

Sonsuz eksi sonsuz, o — oo
Sonsuz boli sonsuz, cofoo
demez ve yazmazlar. Yazdiklarinda da bunun ne demek oldugunu agiklamak zorundadir. Ama
kimi zaman, matematikci,
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uzun”, “sicak” birer nitemse, matematikteki “sonsuz” sdzciigii de bir

o+l =
wo—-—1 =ow
o0+00 =00
0/2 =oo
2x00 =0

yazabilir. Burada, matematik¢inin sdylemek istedigi,
Sonsuz art1 1, sonsuza esittir

Sonsuz eksi 1, sonsuza esittir

Sonsuz art1 sonsuz, sonsuza esittir

Sonsuz bolii 2, sonsuza esittir

Iki kere sonsuz, sonsuza esittir

degildir . Matematikgi sirasiyla sunlar1 soylemek istiyordur:
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*  Durmadan biiyiiyen bir degiskenden 1 ¢ikarirsak, elde ettigimiz degisken de durmadan
biiyiir,

*  Durmadan biiyiliyen bir degiskene 1 eklersek, elde ettigimiz degisken de durmadan biiyiir,

* ki degisken durmadan biiyiiyorsa, o degiskenlerin toplam1 da durmadan biiyiir,

*  Durmadan biiyiiyen bir degiskeni ikiye bolersek, gene durmadan biiyiiyen bir degisken
elde ederiz,

*  Durmadan biiyiiyen bir degiskeni ikiyle ¢arparsak, gene durmadan biiyliyen bir degisken
elde ederiz.

Ta eski Yunanlilardan beri, matematikgiler ve filozoflar “sonsuz” ve “sonsuzluk™ iizerine
kafa yormuslardir. Gegen yiizyilda, matematigin sonsuzluk kavramini Alman matematik¢i Georg
Cantor bigimsellestirdi. Cantor’a gore sonsuz bir sifattir. O giin bu giin, matematikgiler “sonsuz’u
ad olarak degil, sifat olarak kullanirlar.

Matematikte sonsuz bir nesnenin® varligi konusuna gelince®...

Matematikte sonsuz bir nesnenin varligi (bdyle bir nesnenin varligini kabul eden bir
belit/aksiyom olmadan) kanitlanamaz. Ote yandan matematikciler “sonsuz” nesnelerden
s6zedebilmek isterler. Matematik¢i sonlu nesnelerle baktiginda, kimi zaman sonsuzu goriir gibi
olur, yani “sonsuz,” sonlunun arasindan kendini gosterir, kendini belli eder. Dolayisiyla
matematik¢i sonsuz nesnelerin varligini kanitlayamasa da, sonsuz nesnelerden sdzedebilmek
ister. Bir 6rnek vereyim.

0, 1, 2, 3, 4 gibi dogal sayilar sonlu matematiksel nesnelerdir (yani kiimelerdir.) Peki, ya bu
dogal sayilardan olusan nesne? Yani

{0,1,2,3,4,5,6,..}
nesnesi? Bu nesnenin sonsuz oldugunu (yani sonsuz tane 6ge i¢erdigini) biliyoruz. Biliyoruz
ama, matematikte bdyle bir nesne var midir? Yani bu nesne, matematikte soziinii edebilecegimiz
bir kiime midir*?

Bu nesnenin bir kiime oldugu “sonlu matematikte>” kanitlanamaz.

Madem varligin1 kanitlayamiyoruz ama dyle bir nesnenin bir kiime olmasini istiyoruz, biz
de matematikte boyle bir kiimenin oldugunu varsayariz, yani bu nesneyi kiime yapacak bir beliti
(aksiyomu) matematige sokariz... Boylece, matematikte sonsuz bir kiime belirir... Daha once
yoktu, bir belitle var ettik!

Ve bu beliti kullanarak matematikte sonsuz bir nesnenin varligin1 kanitlamis oluruz.

Dogada sonsuz bir nesnenin olup olmadig: tartismasini okurlara ve filozoflara birakiyorum.
Ben, bu konudaki diisiincelerimi, Matematik ve Doga adli kitabimin ayni baslikli yazisinda
aciklamistim.
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2 «K{imenin” demek istiyorum.

% Dikkat: “Sonsuz” adi verilen bir nesneden sz etmiyorum, 6ge sayisi sonsuz olan bir kiimeden sz ediyorum.
4 Matematikte kiime olmasini arzu ettigimiz her nesneyi kiime varsayarsak, matematikte bir geliski elde ederiz. Matematik ve Korku adli kitabimdaki Bertrand Russell’in Paradoksu yazis1 bu

konuyu islemektedir.

® Yani sonsuz kiimelerin var oldugunu séyleyen bir belitin yardimu olmaksizin.



